TD N23 — Indépendance, arbres

Premiere générale — Spécialité mathématiques

Objectif du TD. Reconnaitre ou tester I'indépendance de deux événements, construire et exploiter des arbres pondérés
pour des épreuves indépendantes, traiter des répétitions d’épreuves de Bernoulli jusqu’a 4 répétitions, et distinguer une
situation indépendante d’une situation dépendante.

Méthode repeére. Deux événements A et B sont indépendants lorsque l'information « A est réalisé » ne change pas la
probabilité de B. On peut écrire :

Ps(B) =P(B) ou encore P(ANB) =P(A) x P(B).

Arbre d’épreuves indépendantes. Si deux épreuves sont indépendantes, les probabilités de la deuxieéme épreuve ne
changent pas selon la branche issue de la premiere.

Vigilance. Des événements incompatibles ne sont généralement pas indépendants. Ne pas confondre « indépendants » et
« sans point commun ».

A — Réactivation : conditionnement et o 93 , B

premiers tests 7 07 B

I 03 , p

o % rep]  Compléter les phrases. UG 5
1. P4(B) désigne la probabilité de B sachant que ......... 8’;

2. Si A et B sont indépendants, alors P4(B) =............. 0,4 ; B

3. Si A et B sont indépendants, alors P(ANB) =.......... - 07 > B

e *[car]  On donne : 00 fo’g B

B

P(A) =04, P(B) = 0,7, P(AN B) =0,28.

com]  Expliquer en une phrase la différence entre :

Les événements A et B sont-ils indépendants 7 Q@ «icow phd P

o ) événements incompatibles et événements indépendants.
% [car]  On donne :

©® ~ =21 Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse.

P(A) =03, Pp(4) =03. 1. Deux événements indépendants ne peuvent pas se produire
en méme temps.
Peut-on conclure que A et B sont indépendants ? Justifier. 2. Si P(A) = 0,2 et P4(B) = 0,5, alors A et B sont indépen-
e x rep, cal]  On choisit au hasard un éleve dans un groupe dants lorsque P(B) = 0,5.
de 40 éleves. 3. Si A et B sont indépendants, alors A et B le sont aussi.
Sport | Pas sport | Total B — Applications directes : tester,

Fille 8 12 20 compléter, calculer

Garcon 8 12 20

Total 16 24 40 © s+ c21) Dans chaque cas, dire si A et B sont indépen-

dants.
On note I : « 1’éléve est une fille » et S : « 1’éléve fait du P(A) =05, P(B)=04, P(ANB)=0,.2.
sport ». . . .
1. Caleuler B(S). P(4)=0,6, P(B)=0,3, P(ANnB)=0,12.
2. Calculer ]PF(S). P(A) =0,25 P(B) =08, IP(A N B) =0,2.
L Ty o

3. Les événements F' et S sont-ils indépendants ? @ wx (ca1] On donne :

@® « ner can) Méme question avec le tableau suivant.
P(A) =035, P(B)=06.

Musique | Pas musique | Total On suppose que A et B sont indépendants. Calculer :
Fille 14 6 20 P(ANB), P(ANB), PANB).
Gargon 8 12 20
Total 22 18 40 @ «x rep, cal]  Compléter le tableau pour que les événe-
ments A et B soient indépendants.

On note F' : « ’éleve est une fille » et M : « I'éleve fait de la B | B | Total
musique ». A 0,18 0,3
@ % reEp]  Observer les deux arbres. Dans lequel la deuxieme A
épreuve semble-t-elle indépendante de la premiere ? Total | 0,6 1
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Compléter 'arbre d’une succession de deux
épreuves indépendantes.

** [REP, CAL]

Calculer ensuite P(A N B) et P(AN B).

Une piece équilibrée est lancée deux fois.
On note P : « obtenir pile ».

1. Construire I'arbre pondéré.

2. Calculer la probabilité d’obtenir deux piles.

3. Calculer la probabilité d’obtenir exactement un pile.

*k [CAL, REP]

Un dé équilibré est lancé deux fois. On
note S : « obtenir un six ».

1. Justifier que les deux épreuves sont indépendantes.

2. Calculer la probabilité d’obtenir deux six.

3. Calculer la probabilité d’obtenir exactement un six.

4. Calculer la probabilité d’obtenir au moins un six.

*% [CAL, REP]

Dans une urne, il y a 3 boules rouges et 2
boules bleues. On tire une boule, on la remet, puis on tire
une deuxiéme boule.

/ trage 1
\ remise puis tirage 2

urne

** [REP, CAL)]

1. Expliquer pourquoi les deux tirages sont indépendants.

2. Construire l'arbre.

3. Calculer la probabilité d’obtenir deux rouges.

4. Calculer la probabilité d’obtenir une rouge et une bleue,
dans n’importe quel ordre.

Méme urne, mais cette fois on tire deux
boules sans remise.

1. Les tirages sont-ils indépendants ?

2. Construire 'arbre pondéré.

3. Calculer la probabilité d’obtenir deux rouges.

4. Comparer avec ’exercice précédent.

** [REP, CAL]

On répete trois fois une épreuve de Ber-
noulli de succes S, avec

** [REP, CAL]

SSS
SSE
SES
SEE
ESS
ESE
EES
EEE

Indiquer les probabilités manquantes sur les dernieres
branches.

@ *x (caL]  Avec D'arbre de I'exercice précédent, calculer :

P(SSS),  P(SSE),

P(exactement deux succes), P(

On répete 4 fois une épreuve indépendante dont
a probabilité de succes est 0,3. Calculer :

P(SSSS), P(EEEE),

** [CALJ

—_—

P(exactement un succes).

*xx rEP, car]  Compléter le tableau des chemins pour 3

répétitions indépendantes, avec P(S) = p.

Chemin | Nombre de succes | Probabilité
SSS
SSE
SES
ESS
SEE
ESFE
EES

EEE

C — Approfondissement : dépendance,
compléments, répétitions

*x [rRAI cov]  Un éléve affirme : « Si A et B sont incom-
patibles, alors ils sont indépendants. »
1. Donner un exemple simple avec un lancer de dé.
2. Calculer P(AN B) et P(A)P(B).
3. Corriger affirmation.

@ *x [CAL, Al On donne :

P(A) =04, P(B)=05.

Déterminer la valeur de z = P(AN B) pour que A et B soient
indépendants.

@ % [caL, RAT]  On donne :
P(A4) = 0,6, P(AN B) =0,18.

Pour quelle valeur de P(B) les événements A et B sont-ils
indépendants ?

@ *x [rEP, RAT  On considere ’arbre suivant.

0,2 B

0,8 B

1. Les événements A et B sont-ils indépendants ?
2. Calculer P(AN B).
3. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

On cherche a construire un tableau de
probabilités dans lequel A et B sont indépendants, avec :

* % x [CH, REP]

P(A) = 0,45, P(B) =0,2.
B | B | Total
A
A
Total 1

Compléter entierement le tableau.

@ * %% [c11, ka1l Dans une population, 30 % des individus
ont une caractéristique A. On observe aussi que 18 % des

auindiwidereont a la fois A et B.
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1. Quelle doit étre la valeur de P(B) pour que A et B soient
indépendants ?

2. Interpréter ce résultat avec une phrase du type : « savoir
que A est réalisé ne change pas... »

@ *x [REP, RAT  Une expérience consiste a tirer deux cartes
successivement dans un paquet, sans remise. On note R; : «
la premiere carte est rouge » et Ry : « la deuxiéme carte est
rouge ».

rouge
10

noiresg

paquet de 20 cartes

1. Construire l'arbre des deux tirages.
2. Comparer P(R3) et Pg, (Rs2).
3. Les événements R; et Ry sont-ils indépendants ?

*x [REP, kAT  Méme expérience, mais avec remise apres
le premier tirage.

1. Construire le nouvel arbre.

2. Comparer avec l’exercice précédent.

3. Expliquer pourquoi la remise rétablit I'indépendance.

@ x %% [car, ka1l Une machine produit des pieces. Chaque

piece est conforme avec probabilité 0,96. On préleve 4 pieces

de fagon indépendante.

1. Calculer la probabilité que les 4 pieces soient conformes.

2. Calculer la probabilité qu’aucune des 4 pieces ne soit
conforme.

3. Calculer la probabilité qu’au moins une piéce ne soit pas
conforme.

@ x %% [ci, rep] - On simule 3 répétitions indépendantes
d’une épreuve de succes S, avec P(S) = 0,35.

Répéter 3 fois :
tirer un nombre aléatoire r entre 0 et 1;
SIT <o , alors on compte un succes ;
sinon on compte un échec.

Afficher le nombre total de succes.

1. Compléter I'algorithme.

2. Expliquer pourquoi les répétitions sont modélisées comme
indépendantes.

3. Que représente le nombre affiché ?

D — Problémes et synthese

@ x%% [MOD, cAL, kEp]  Dans un jeu, on lance deux fois une
pitce truquée. A chaque lancer, la probabilité d’obtenir pile
est 0,6. Les deux lancers sont indépendants.

1. Construire l'arbre pondéré.

2. Calculer la probabilité d’obtenir deux piles.

3. Calculer la probabilité d’obtenir exactement un pile.

4. Calculer la probabilité d’obtenir au moins un pile.

@ %% [MOD, CAL, kEP]  Un joueur tire successivement deux
boules avec remise dans une urne contenant 4 boules gagnantes
et 6 boules perdantes.

4 [gagnant

S . .
¢ (B m— — deux tirages avec remise

1. Justifier 'indépendance des deux tirages.

. Calculer la probabilité d’obtenir deux boules gagnantes.

3. Calculer la probabilité d’obtenir exactement une boule
gagnante.

4. Calculer la probabilité d’obtenir au moins une boule ga-
gnante.

[\

@ *x+ MoD, rall  On étudie deux événements :
A: « un client possede une carte de fidélité », B
Dans un magasin, on observe :

P(A) = 0,5, P(AN B) =0,15.

1. Tester I'indépendance de A et B.

2. Interpréter le résultat dans le contexte.

3. Un autre magasin a P(A N B) = 0,22. Que peut-on dire ?

Une alarme fonctionne correctement

avec probabilité 0,97 chaque jour. On suppose les jours indé-

pendants.

1. Calculer la probabilité qu’elle fonctionne correctement pen-
dant 4 jours consécutifs.

2. Calculer la probabilité qu’elle tombe en panne au moins
une fois sur ces 4 jours.

3. Expliquer pourquoi I’hypothese d’indépendance peut étre
discutable.

% % % [CH, MOD, CAL]

Un questionnaire comporte 4 ques-

tions a deux réponses possibles. Un éleve répond au hasard a

chaque question, indépendamment des autres réponses.

1. Quelle est la probabilité de répondre juste a une question ?

2. Calculer la probabilité d’obtenir 4 bonnes réponses.

3. Calculer la probabilité d’obtenir exactement 3 bonnes ré-
ponses.

4. Calculer la probabilité d’obtenir au moins une bonne ré-
ponse.

* % % [CH, MOD, RAI]

@ %% * [, rEP, com]  On compare deux situations.

Situation 2

Deux tirages avec remise | Deux tirages sans remise
dans une urne. dans une urne.

Les probabilités du | Les probabilités du
deuxieme tirage ne | deuxieme tirage changent
changent pas. selon le premier résultat.

Situation 1

1. Associer chaque situation a « indépendante » ou « dépen-
dante ».
. Faire un petit arbre pour chacune.
3. Rédiger une phrase de méthode pour reconnaitre l'indépen-
dance dans un arbre.

N

@ x %+ [com] Bilan de méthode. Rédiger en cinq lignes
maximum une fiche expliquant comment choisir entre :
tester I'indépendance construire un arbre

Faire apparaitre les mots : information, conditionnelle, produit,
remise, Bernoulli.
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